Anaélisis Matematico Il (CB0OO1) - Tablas y formularios Todas las tablas

Derivadas
Cuando se usa. En toda la materia: derivadas parciales (se deriva con estas reglas tratando las otras variables
como constantes), gradientes, jacobianos, regla de la cadena, y para comprobar una primitiva o una solucion de

EDO. Trampa tipica. Derivar a* como si fuera potencia (x a*1, mal) y perder signos: (cos x)' y (arc cos x)" llevan
menos, (cosh x)' = senh x no lleva.

f(x) f'(x) Vale para

c (constante) 0

N nx"1 n real (x > 0 si n no es entero)
VX 1/(2VX) x>0

1/x -1/% x #0

oX . akx o . ek

a* a‘lna a>0

In |x| 1/x x#0

log, x 1/(x In a) a>0,a#1,x>0
sen x Cos X

COs X -sen x

tg x sec?x =1+ tg?x X # /2 + km
cotg x -cosec® x = —(1 + cotg® x) x # kmt

sec X sec x tg x

cosec X —cosec x cotg x

arc sen x 1V - x3) x| <1

arc cos x -1/V(1 - X3 x| <1

arc tg x 1/(1 + %% todo x

arc cotg x -1/(1 +x3) todo x

senh x = (€ - e7%)/2 cosh x

cosh x = (X + e™%)/2 senh x

tgh x = senh x / cosh x 1/cosh? x = 1 - tgh® x

arg senh x = In(x + V(x* + 1)) 1TNE+ 1) todo x

arg cosh x = In(x + V(x* - 1)) 1N = 1) X > 1

arg tgh x = V2 In((1 + x)/(1 - x)) 1/(1 = %3 x| < 1

Regla Férmula Ojo

Linealidad (@f+bg)y=af+bg

Producto (fgy=fg+fg

Cociente (f/g)' = (f g -fg)/g® g # 0; el orden del numerador importa

Cadena [fg())] = f'(g(x)) - g'(x) la derivada de afuera se evalta en g(x)



Potencia de funciones (9 =19-(g' Inf+gf/h f>0.E.: () =x*Inx+1)

Gufadeestudiono-oficiat novincutadaata FIUBAata UBAnigtacatedra:

Inversa (f‘1)'(yo) = 1/f'(Xo), con yo = f(Xo) f'(xo) 2 0

Integral con limites variables | d/dx ja(x)b(x) h(t) dt = h(b(x)) b'(x) - h(a(x)) a'(x) | h continua. Ej.: d/dx I1XZ et dt = 2x e’



Integrales

Guia de estudio no oficial, no vinculada a la FIUBA, a la UBA ni a la catedra.

Cuando se usa. En todo el 2do parcial: integrales de linea, dobles, triples y de superficie terminan en estas
primitivas, sobre todo las trigonométricas que dejan los cambios a polares, cilindricas y esféricas. También para
resolver EDO. Trampa tipica. En una definida con sustitucion, cambiar la variable y dejar los limites vigjos. Y
olvidar el valor absoluto: [ dx/x = In|x| + C.

f(x) J f(x) dx (mas C) Vale para
x" X+ 1) n#-1

1/x In || x#0

ekx ekx/k k#0

a* a*/In a a>0a#1
sen(kx) —cos(kx)/k k#0
cos(kx) sen(kx)/k k#0

sec® x tg x

cosec? x -cotg x

sec x tg x sec X

tg x -In |cos |

cotg x In |sen x|

sec x In |sec x + tg x|

cosec X In |cosec x - cotg x|

sec® x 2 (sec x tg x + In |sec x + tg x|) sale por partes
senh x - cosh x cosh x - senh x

f'(x)/f(x) In [f(x)]

() - 60" f60"*1/(n + 1) n#-1

fi(x) - e ef®

_2
Con a® = x? (a > 0). En polares aparecen con r en lugarde x: [ r V(R? = r3) dr, [ re™" dr; las que llevan x afuera
salen conu = a* + x°.

f(x) J f(x) dx (mas C) Vale para
1/@% + x?) (1/a) arc tg(x/a) todo x
1/(@* - x*) (1/(2a)) In |(@@ + x)/(@ - x)| x| # a
1N (@% - x3) arc sen(x/a) x| < a
1N + a%) In(x + V(x* + a?) todo x
1N - a2) In|x + vVo& - a2 x| > a
V(@ - x?) (x/2) V(@2 - x?) + (@%/2) arc sen(x/a) x| < a
V(x* + a%) X/2) VO + a%) + (@%/2) In(x + V(x* + a?)) todo x
x/(x* + a?) %5 In(¢ + a?)

x/V(a% = x3) -V(@ -x? x| < a

x V(@ - %% ~14 (@2 - x?)3/? x| <a



x/V (X% + a?) V(X% + a?)
Guia de estudio no oficial, no vinculada a la FTUBA, a la UBA ni a la catedra.
X V(x* + a%) 5 (2 + a2)3/2
2

2
xe X -1 e X

Por partes, ya resueltas. Las de e sen(bx) y e cos(bx) salen integrando por partes dos veces: la integral original
reaparece y se despeja.

f(x) [ f(x) dx (mas C)

In x xInx-x

In? x xIn?x = 2xIn x + 2x

x In x (x%/2) In x - x*/4

x e* (x -1 e

x ek e (x/k - 1/k2)

x% X (x® - 2x + 2) &*

X sen x sen X — X cos X

X COS X COS X + X sen X

arc tg x xarctgx - 2 In(1 + x?)

arc sen x x arc sen x + V(1 = x?)

e sen(bx) €@ (a sen(bx) — b cos(bx))/(a® + b?)
e cos(bx) e (a cos(bx) + b sen(bx))/(a% + b?)

Potencias de seno y coseno.

[ sen" x cos™ x dx » nimpar: separa un sen x, pasa el resto a cosenos con sen® = 1 — cos’ y sustitui u = cos
X (du = —sen x dx) » m impar: separa un cos x, usa cos> = 1 - sen’y u = senx »> los dos pares: baja el
grado con sen® x = (1 = cos 2x)/2 y cos® x = (1 + cos 2x)/2

f(x) J f(x) dx (mas C) Cémo sale

sen? x X/2 — sen(2x)/4 angulo doble

cos® x x/2 + sen(2x)/4 angulo doble

Sen X cos X sen? x/2 (0 —cos(2x)/4) u = sen x; las dos difieren en una constante
sen? x cos? x X/8 — sen(4x)/32 = sen?(2x)/4 y 4ngulo doble
sen? x —cos X + cos® x/3 impar, u = cos x

cos® x sen x — sen®x/3 impar, u = sen x

sen? x cos® x sen® x/3 - sen® x/5 coseno impar, u = sen x
sen® x cos® x -cos® x/3 + cos® x/5 seno impar, U = cos x

sen* x 3x/8 - sen(2x)/4 + sen(4x)/32 angulo doble dos veces
cos* x 3x/8 + sen(2x)/4 + sen(4x)/32 angulo doble dos veces

tg® x tg x - x tg® = sec® - 1

Definidas que aparecen al pasar a polares, cilindricas y esféricas. 6 recorre [0, 21t] (0 un pedazo); ¢ recorre [0,
1] (0 un pedazo) y siempre viene con el sen ¢ del jacobiano.



Integral

Valor

Gufa de estudio no oficial, ho vincutada a ta FIUBA, a ta UBA hi a fa catedra.

[0°™ cos2 6 dB = [(°™ sen? B d6

[0 sen 8 d6 = [4>™ cos B d6 = [,>™ sen B cos B dO
Jo°™ sen™ 6 cos™ 8 dB con n o m impar

J[0°™ cos* 8.dO - [(°™ sen? B cos? 6 dO

[o™? cos?0.d6 - [y sen? 6 d®

/2 /4

Jo"sen @ de- [ sen @ do - [ sen ¢ do
[o™? sen @ cos @ do - [o™ sen @ cos @ d

Jo" sen® @ do

Jo™sen @ cos? @ d@ - [o™? sen @ cos? @ do
Jo™™[o"[o® p? sen @ dp do dB

IOR rdr- jOR rv(R? - rd) dr

foR t/VR? - 1) dr

JoRr e " dr

[ 0™ e dx

Wallis: W(n) = [;™2 sen" 8 dB = [,™/? cos" 6 d6 =

=1 m=3
n n -

L
0

0

3n/4 - /4

/4 - /2

2-1-(1-+2/2)

20

4/3

2/3-1/3

41R3/3 (volumen de la bola)
R*/4 - R%/3

R (impropia, converge)

(1-e )2

V1t (sale pasando a polares el cuadrado de la integral)

- (termina en %2 - /2 sin es par, en % - 1

si n es impar)

n 2 3 4

W(n) /4 2/3 31/16

5 6 7

8/15 51/32 16/35

Para otros intervalos: [, sen™ 8 d6 = 2 W(n); [, sen" 6 d6 = [,°™ cos" B dB = 4 W(n) sin es pary Osin es

impar.
Métodos.
Método Cuando Como Ejemplo
Sustitucion aparece una funcién y su u = g(x), du = g'(x) dx. En una definida, los [ x e dx
derivada (salvo una constante) limites pasan a g(a) y g(b) y no se vuelve a x conu = -x2

Partes producto de algo que se
simplifica al derivar (polinomio,
In, arc tg, arc sen) por algo facil
de integrar (exponencial, sen,

cos)

fudv=uv - [vdu; en una definida, [u v]ab -

[, vdu

| Inx dx con
u=Inx dv =
dx



Fracciones
simples

Completar
cuadrado

Sustitucién
trigonométrica

u = tg(x/2)

cociente de polinomios

Si el grado de arriba es > que el de abajo, dividi

Guia de estudio no oficial, no Wﬂ’h@f@ FatBriza = deAcmifagom: (X - a) da

cuadratico sin raices reales

V(@2 - x?)
V(@2 + x?)
V(% - a?)

cociente de sen y cos sin otro
camino

A/(x - a); (x — a)® da A/(x — a) + B/(x — a)% x® +
px + q irreducible da (Ax + B)/(x* + px + q), que
termina en Iny arc tg

x> + px +q = (x + p/2)° + q - p*/4, y queda un
arctg

x=asent dx=acostdt v(@a® - x?) =acost
(-m/2 £t <1/2)

x=atgt v =asect(t| <m/2);ox=asenht Vv
=acosht

x=asect Vv=atgt(0<t<m/2);0x=acosh
t, v =asenht(t>0)

sen x = 2u/(1 + u?), cos x = (1 = ud)/(1 + u?, dx
=2du/(1 + ud

1/((x = Dx +
2)) ="/(x -
1) - /(x + 2)
163 + 1)) =
1/%% = 1/x +
T/x+ 1)
1/(x0¢ + 1)) =
1/x = x/(x% +
1)

[ dx/(x® + 2x
+ 2) = arc
tg(x + 1)

da [ V(a® -

x%) dx de la
tabla



Trigonometria

Guia de estudio no oficial, no vinculada a la FIUBA, a la UBA ni a la catedra.

Cuando se usa. Para integrar potencias de sen y cos (sobre todo después de pasar a polares, cilindricas o
esféricas), para reconocer curvas parametrizadas y para hallar angulos al describir regiones. Trampa tipica.
Confundir los signos del angulo doble: sen® a = (1 - cos 2a)/2 lleva menos y cos® a = (1 + cos 2a)/2 lleva méas. Y
tomar el angulo polar de (x, y) como arc tg(y/x) cuando x < 0.

Tipo Identidades
Pitag6ricas sena+cos’a=1-1+tg’a=sec?a-1+ cotg®a = cosec’ a
Sumay resta sen(a = b) =senacosb +cosasenb

cos(a = b)=cosacosbFsenasenb
tg(@a £ b) = (tga + tg b)/(1 Ftgatgb)

Angulo doble sen 2a = 2sen acos a
cos2a=cos’a-sena=2cos’a-1=1-2sen’a
tg2a=2tga/(1 -tg®a)

Bajar el grado sen®a = (1 - cos 2a)/2 - cos® a = (1 + cos 2a)/2 - sen a cos a = /2 sen 2a
Angulo triple sen3a=3sena-4sen*a-cos3a=4cos’a-3cosa
Producto a suma senacos b =" [sen(a + b) + sen(a — b)]

senasenb = [cos(a - b) — cos(a + b)]
cos a cos b =" [cos(a — b) + cos(a + b)]

Simetrias sen(—-a) = —sen a - cos(—-a) = cos a

sen(m/2 — a) = cos a - cos(t/2 — a) =sen a

sen(mmt — a) =sena-cos(it —a) = —cos a

sen(m + a) = —sen a - cos(Tt + a) = —cos a - periodo 2T
Amplitud y fase A cos a + Bsena = V(A® + B? cos(a - 8), con & = arc tg(B/A) (A > 0)
Hiperbolicas cosh? x — senh?x = 1 - cosh x + senh x = e¥

senh 2x = 2 senh x cosh x - cosh 2x = cosh? x + senh? x
cosh? x = (1 + cosh 2x)/2 - senh? x = (cosh 2x — 1)/2 - 1 - tgh? x = 1/cosh?® x

(%) grados sen O cos © tg ©

0 0° 0 1 0

/6 30° 1/2 Vv3/2 v3/3
/4 45° V2/2 V2/2 1

/3 60° V3/2 1/2 V3

/2 90° 1 0 no existe
21/3 120° V3/2 -1/2 -v3
3n/4 135° v2/2 -v2/2 -1

5m/6 150° 1/2 -V3/2 -v3/3

T 180° 0 -1 0

7m/6 210° -1/2 -V3/2 v3/3
5m/4 225° -v2/2 -v2/2 1

41/3 240° -v3/2 -1/2 V3

31m/2 270° -1 0 no existe

5m/3 300° -v3/2 1/2 -V3



7m/4
111t/6

Arcos y angulo
polar

Valores

Rangos
Angulo polar de (x,
y)

Semirrectas desde el
origen

315° -v2/2 V2/2 -1

Guia de estudio no oficial, no vinculada a la FTUBRA, a la UBA ni a la catedra.

330° -1/2 Vv3/2 -v3/3

arctg 1 =m/4-arctg v3 =m/3 -arctg(1/¥3) = /6 - arc tg(-1) = -m/4
arc sen V2 = /6 - arc sen(¥2/2) = /4 - arc cos 2 = /3 - arc cos(-"%2) = 21/3

arc sen € [-1/2, /2] - arc cos € [0, t] - arc tg € (-1/2, 1/2)

B =arctg(y/x)six>0-08 =arctg(y/x) + msix<0:-0=m/2six=0,y>0-0=3m/2six=0,y
< 0. E.: (-1, 1) tiene 6 = 31/4, no -1/4; (-1, —1) tiene 8 = 51/4
y=xx>0:0=m/4-y=Vv3xx>0:0=1/3-y=%x/v3,x>0:0=m/6-y=-xx<0:0=3mn/4-
y=xx<0:0=>5mn/4



Conicas y cuadricas

Guia de estudio no oficial, no vinculada a la FIUBA, a la UBA ni a la catedra.

Cuando se usa. Para dibujar dominios y conjuntos de nivel (TP I), parametrizar curvas interseccion (TP 1l y VII),

reconocer el cuerpo de una integral triple (TP VIII) y la superficie de un flujo (TP IX y X). Trampa tipica. En R? x* +
y? = 4 es un cilindro, no una circunferencia. Y una raiz da sélo media superficie: z = V(4 - x* - y?) es la semiesfera
de arribay z = V(x* + y?) el semicono de arriba.

Conica

Circunferencia

Elipse

Hipérbola

Parabola

Ecuacion
canonica

(X = X0)? + (y = yo)°
=R?

(x = x0)%/a* + (y -
Yo)?/b? =1

x*/a® - y?/b? = 1
(abre segun x)
y?/b? - x%/a® = 1
(abre seglny)

y =px*(gey)-x
= py® (eje x)

Como se reconoce

x? e y? con el mismo
coeficiente

x? e y? con coeficientes
distintos y del mismo signo

x? e y? con signos opuestos

una sola variable al
cuadrado

Parametrizacién (antihoraria)

(o + Rcost, yo+ Rsent), te[0,

2]

(Xo +acost yo+bsent), tel0,

2]

ER;o(asect btgt)

rama x > 0: (a cosh t, b senh t), t

Datos

area mR?,
longitud 2R

semiejes ay b,
area mab

asintotasy = +
(b/a) x

ramay > 0: (@ senh t, b cosh t)

tLpt)-(pti)

vértice en el
origen

Para reconocer A x* + Cy? + D x + Ey + F = 0 (sin término xy): completa cuadrados. A-C > 0 es elipse
(circunferencia si A = C), A-C < 0 hipérbola, A-C = 0 parabola; puede salir degenerada (un punto, el vacio, un par de
rectas). (j:4x* +y* - 8x+ 2y + 1 =0 & (x - 1)® + (y + 1)%/4 = 1. Dos que aparecen siempre: x*> + y* = 2ax & (x —
a +y?’=a’yx’ +y?=2ay e x* + (y - a)* = a° (circunferencias que pasan por el origen).

Cuadrica

Esfera

Elipsoide

Paraboloide
eliptico

Paraboloide
hiperbdlico
(silla)

Cono

Ecuacion canodnica

X2+y2+ZZ:R2

XZ/aZ + y2/b2 + ZZ/CZ
=1

7= XZ/aZ + yZ/bZ
(circular: z = x* + y?)

z = y?/b? - x*/a’

7* = x*/a’® + y?/b?
(circular: 22 = x* + y?)

Como se reconoce

tres cuadrados con
el mismo
coeficiente,
igualados a un
positivo

tres cuadrados
positivos con
coeficientes
distintos, igualados
al

dos cuadrados del
mismo signo y la
tercera variable
lineal; el eje es la
variable lineal

dos cuadrados de
signo opuesto y la
tercera variable
lineal

tres cuadrados, uno
con signo opuesto,
igualados a 0; el eje
es el del signo
opuesto

Trazas

circunferencias

elipses

z=k>0:elipses-x =k, y
= k: parabolas

z = k # 0: hipérbolas - z =
0:rectasy = £(b/a) x - x =
k: pardbolas hacia arriba -
y = k: parabolas hacia
abajo

z =k # 0: elipses - x = 0:
rectas z = ty/b

Parametrizacion tipica

(R sen ¢ cos B, R sen @ sen
B, Rcosg), pe[0,m]0€
[0, 2]

(asen @ cos B, b sen @ sen
6, c cos )

(arcos B, brsen8,r?);
circular (r cos 8, r sen 6, r?).
z=c - x* - y* abre hacia
abajo: (rcos 6, rsen B, c -
r?)

como grafico: (x, y, y*/b? -
Xz/az)

(@arcosB,brsen®,r);
semicono z = V(2 + y?): (r
cos6,rsenb,r),r>0



Hiperboloide
de una hoja

Hiperboloide

de dos hojas

Cilindros

Plano

XZ/aZ + yZ/bZ _ ZZ/CZ

un solo signo

z = k: elipses para todo k -

=1 Guia de estudimenels;iigaladselaa @ IxFEBy 2 B8 hipérbeiesita

2%/c? - x¥/a? - y?/b?
=1

x* + y? = R? (circular)
- x%/a? + y/b? = 1
(eliptico) - y = x*
(parabdlico) - x* - y?
=1 (hiperbdlico)

ax+by+cz=d

1

dos signos menos,
igualado a 1

falta una variable:
esa es la direccion
del eje

grado 1; normal (a,
b, ¢

z = k: vacio si |k| < ¢,
elipses si [k| > ¢

cortes perpendiculares al
eje: la misma curva

rectas

(a cosh u cos 6, b cosh u
sen 6, c senh u)

(asenh ucos 6, bsenhu
sen 6, tccoshu),u >0

(R cos B, Rsen B, z); con
ejey, x> + 22 =R% (R cos 6,
y, R sen 6)

despejando una variable, o
Po+uA+vB



Sistemas de coordenadas

Guia de estudio no oficial, no vinculada a la FIUBA, a la UBA ni a la catedra.
Cuando se usa. Integrales dobles y triples (TP VIII), parametrizacién de superficies (TP IX) y limites dobles. Elegi el
sistema en el que la region queda entre superficies coordenadas: circulos y cilindros, polares o cilindricas; esferas y
conos con Vvértice en el origen, esféricas; elipses, elipticas. Trampa tipica. Olvidar el jacobiano o ponerlo mal: en
esféricas es p? sen @ (no p sen @ ni p?), y @ vade 0 at, no de 0 a 21. Y confundir la r de cilindricas (distancia al eje
z) con la p de esféricas (distancia al origen): r = p sen @.

Sistema Cambio Il Rangos que cubren Relaciones titiles
todo
Polares x=rcosB,y=rsen0 r r>00<06<2mn r> = x* + y% 0 con el cuadrante

(blogue de trigonometria)

Polares con X=Xo+rcosB,y=yo+ |r r>00<06<2mn para discos que no estan
centro (Xo, Yo) rsen 9 centrados en el origen
Elipticas x=arcosB,y=brsen [abr X2/a®+y¥/b? <1 0<r P =x/a’+yY/b?
S <1
Cilindricas X=rcosB,y=rsenB,z r r>00<06<2mzeRrR polares en el plano de
=z proyecciéon
Cilindricascon | x=rcosB,z=rsenB,y r idem para x* + z* < R? (analogo con
eje y =y eje X)
Esféricas X = psen @ cos p?sen @ P200<0<2m 0@ p?=x+y*+7%5cosg=1z/p,
y = psen @ sen O ST psen®=r
Z=pCos®
Esféricas para x=apsenpcosB,y= abcp’sen elipsoide = 0<p<1 volumen del elipsoide 4mabc/3
elipsoides bpsenpsenB,z=cp ¢
cos @
Lineal u=ox+ By v=yx+38y | |0k y)/ou, laregiénen (u,v)selee | (xy)=Mu-v:[J=1-xY)
v)| = 1/|ad de las desigualdades = ((U+V)/2, (Uu-Vv)/2): )] =2
- Byl

ffD f(x, y) dx dy = ffD* f(x(u, v), y(u, v)) - |0(x, y)/0(u, v)] du dv > el jacobiano va en valor absoluto, y el de la
inversa es el reciproco: 9(x, y)/0(u, v) = 1/[0(u, v)/0(x, y)]

Convencidn de esféricas que usa la catedra: ¢ es el &ngulo entre el vector posicién y el semieje z positivo (¢ = 0
arriba, @ = 1/2 en el plano xy, ¢ = T abajo) y 8 es el mismo angulo de polares y cilindricas.

Superficie Cartesianas Cilindricas (r, 0, z) Esféricas (p, @, 0)
Esfera centrada en el origen X¥+y?+22=R*> [ PP+72=R? p=R
Esfera de centro (0, 0, a), XX+y*+z2=2az | r*+7°=2az p=2acos®, 0<@<T/2

tangente al plano xy

Esfera de centro (0, a, 0) X2 + y2 + 7%= 2ay rP+z>=2arsenB p=2asengpsenB,0<0<m
Cilindro de eje z x* +y?=R? r=R psen@ =R
Cilindro que pasa por el eje z X + y? = 2ax r=2acosf -m/2 < psen @ = 2a cos 6
0 <m/2
Cilindro que pasa por el eje z X2 +y? = 2ay r=2asenf,0<0< | psenp=2asenB
Tt

Semicono superior z=V0 +y?) z=r ¢ =T/4



Semicono superior

Semicono inferior
Plano horizontal
Plano xy
Semiplano vertical

Paraboloide

Curva plana

Recta vertical x = a

Recta horizontal y = b
Rectax +y=a
Circunferencia x* + y? = 2ax
Circunferencia x* + y* = 2ay

Elipse x?/a® + y?/b% = 1

z=kV*+yd) k z=kr ¢ = arctg(1/k):z=v3rdap =1/6,z
Guia|ds gtudio no oficial, no vinculada a la FIUBA, a la UBA n| adaréi@iida @ = 1/3
z= -V +yd z=-r ¢ = 3n/4
z=h(h>0) z=h p = h/cos @
z=0 z=0 ¢ =T/2
y=x,x20 0 =m/4 0 =mn/4
z=x2+y* z=r° p cos @ = p® sen® @ (no conviene: usa
cilindricas)
En polares
r=a/cos 6
r="b/sen 0

r = a/(cos O + sen 0)
r = 2acos 6, -1/2 < 6 < /2 (encierra area ma?)
r=2asenH,0<6<m

en elipticas, r = 1



Superficies paramétricas

Guia de estudio no oficial, no vinculada a la FIUBA, a la UBA ni a la catedra.

Cuando se usa. Plano tangente a una superficie paramétrica (TP Ill), area e integral de superficie (TP I1X), flujo y los
teoremas de Stokes y Gauss (TP IX y X). Trampa tipica. En el flujo, el producto X', x X', va sin normalizar y sin

madulo, con el signo que corresponda a la orientacion pedida. Cambiar el orden de los parametros invierte el
sentido. Y si usas la normal del grafico (-f,, -f'y, 1) después de pasar a polares, falta el factor r.

Superficie
Plano por P, con directores ;\ é

Grafico z = f(x, y)
Graficoy = g(x, z), orden (z, x)
Grafico x = h(y, z), orden (y, 2)

Esfera de radio R, orden (¢, 6)

Cilindro x? + y* = R? orden (6,
2)

Cilindro x* + z2 = R? orden (y,
0)

Semicono z = V(x* + y?), orden
(r. ©)

Semicono z = k r, orden (r, 6)

Paraboloide z = x* + y?, orden
(r, ©)

Paraboloide z = ¢ - x* - y?,
orden (r, 6)

Tapa horizontal z = ¢, orden (r,
0)

Revolucién de z = q(r)
alrededor del eje z, orden (r, 6)

Revolucién alrededor del eje z
de la curva (p(t), w(t)) del
semiplano xz, p > 0, orden (t, 6)

Revolucién dey = q(x) = 0
alrededor del eje x, orden (x, 6)

Superficie de nivel F(x, y,z) =0
que se proyecta en ny

X(u, v) y parametros
Po +u ,& + vV é

(x, y, fx, y)), (x. y) € Dy
(x, g(x, 2), 2)
(h(y, 2), y, 2)

(R sen ¢ cos B, Rsen ¢
sen©,Rcos ), 0 < p <,
0<0<2m

(R cos B, Rsen 6, z)
(RcosB,y, Rsen 6)

(rcos®,rsenb,r)

(rcos6,rsen6, kr)

(r cos ©, rsen 6, r?)

(rcos®,rsenB, c—-r?
(rcos 6, rsen®,c)
(rcos 8, rsen B, q(r))

(p(t) cos B, p(t) sen 6,
w(t))

(x, q(x) cos 6, q(x) sen B)

(se usa sin parametrizar)

-

X'y x X'y, (en ese

orden)

AxB

(-fy -fy, 1
(=9% 1, -9
(1, -h'y, -h")

Rsemp-)?z R%sen
@ (sen ¢ cos B, sen
@ sen 6, cos @)

(R cos 6, Rsen 6, 0)
(Rcos B, 0, Rsen 0)

(-rcos 6, -rsen 8,

r

(-krcos®©, -kr
sen 6, 1)

(-2r cos B, -2r2
senB,r)

(2r? cos ©, 2r% sen 6,

r
0,0,

(-rq'cos B, -rq
sen 6, r)

(-pwW' cosB, -pw
sen 6, p p)

(9’ —qcos B, -q
sen 0)

normal VF

Hacia donde
apunta

constante

hacia arriba (z%)

hacia y*

hacia x*

hacia afuera (en
orden (6, @), hacia
adentro)

hacia afuera

hacia afuera

hacia arriba 'y
hacia el eje
(adentro)

hacia arriba 'y
hacia el eje

hacia arriba (hacia
adentro de la
copa)

hacia arriba 'y
hacia afuera

hacia arriba

hacia arriba

depende del
sentido de la curva

hacia el eje (en
orden (B, x), hacia
afuera)

la de VF

do

IIA x B|| du
dv

V(1 + 2+
f\,?) dx dy
V(1 + g2+
g',’) dx dz
V(1 +h2
h',%) dy dz

R%sen @ do
do

R dO dz
R dy dO

V2 rdrd6b

rv(1 + k3
drdb

rv(1 + 4r?
drdb

rv(1 + 4r?
dr dé

r dr do

rv(l +q?
drdb

pV(p?+
w'?) dt d@

qv(1+qg?
dx do

[IVFII/IF | dx
dy (F, # 0)



- -

area(®) = [[p [IX'y x X' I dudv » [fsfdo= [[pfXu, v)|X,xX | dudv » [[sf-ndo=+ [[pf(X(u, v))-(
Guia de estudio no oficial, rﬁ,vincu?d%ada F&JBA, ala UBA ni a la catedra.
u X Ay duav

En el flujo va + si X', x X', apunta como la orientacién pedida y - si apunta al revés. Para saberlo, evalua el

producto en un punto facil donde no se anule (en la esfera, ¢ = /2y 6 = 0; en el paraboloide, r = 1y 6 = 0),
nunca en el polo ni en el vértice, donde da 0. Punto regular: X', x X', # 0 (en la esfera fallan los polos y en el cono

el vértice, que no cambian las integrales).



Curvas

Guia de estudio no oficial, no vinculada a la FIUBA, a la UBA ni a la catedra.
Cuando se usa. Recta tangente y plano normal (TP Il), curvas interseccion (TP Il y V), longitud, masa e integrales
de campos escalares (TP VII), circulaciéon (TP VIly X) y el borde en Green y Stokes. Trampa tipica. No controlar el
sentido: con (R cos t, R sen t) la circunferencia va antihoraria; para invertirla, (R cos t, =R sen t). En la circulacién el
sentido cambia el signo; en [ f ds no importa.

Curva
Segmentode Aa B

Circunferencia de centro (xo, Yo) Yy radio
R, antihoraria

Circunferencia horaria

Elipse x*/a® + y?/b? = 1, antihoraria

Hélice
Gréficoy = f(x)
En polares r = p(6)

o(t) y rango o'(t) lle’ @l

A+t(B-A),te]0, 1] B-A [IB = Al|

(Xo + Rcos t, yo + Rsen t), (-Rsent, Rcost) R

t € [0, 2m]

(Rcost, —-Rsent), te][0, (-Rsent, —-Rcos t) R

2m]

(acost bsent),te[0,2n] (-asent bcost) V(a@®sen?t + b?
cos? t)

(Rcost, Rsent, ct) (-Rsent,Rcost, c) V(R? + c?)

(t, f(1) (1, (1) V(1 + f(1)?
(p(B) cos B, p(B) sen B) (p'cosB -psend p'send  V(p?+ p?)
+ p cos 0)

Curvas interseccion habituales. Receta: elimina una variable para quedarte con la proyeccion sobre un plano
coordenado, parametriza esa proyeccion (suele ser una conica) y despeja la tercera coordenada de una de las

ecuaciones.

Interseccion

Cilindrox?* + y* =R’y planoz=mx + n
y+q
Cilindro x* + y* = R?y gréfico z = G(x, y)

Esferax® + y*> + 22 = R*y plano z = h (|h|
<R)

Paraboloide z = x> + y?*y planoz = h (h
> 0)

Esfera x* + y* + z% = R® y semicono z =
\/(XZ + yZ)

Paraboloide z = x* + y? y plano z = 2y
Cilindro parabdlicoy = x>y plano x + y
+z=1

Elemento

Recta tangente en 8(‘[0)

Plano normal en 8(to)

Versor tangente

Velocidad, rapidez, aceleracién

Longitud

(;(t), t € [0, 27] salvo aclaracion

(Rcost, Rsent, mRcost+nRsent+q).Ej.:x*+y*=1yx+z=2da/(cos
t,sent, 2 - cost)

(Rcost, Rsent, G(Rcost, Rsent))

(V(R* - h®) cos t, V(R* = h}) sent, h)
(Vh cost, vhsent, h)
(R/V2 cost, R/V2sent, R/V2)

proyeccion x* + (y - 1)> = 1:(cost, 1 + sent, 2 + 2 sen t)

tt31-t-t3),ter

Férmula Ojo

-

X = o(to) + A O'(to), A € R
o'(to) - (X - o(to) = 0
T=a/|o

a'(t), llo'®ll, "t

L= [2 [l dt

requiere a'(to) # 0 (punto regular)
0'(to) es su vector normal

orientado con el sentido de recorrido

no depende de la parametrizacién ni del
sentido



Abscisa curvilinea s(t) = Iat lo'(u)|| du; ds = |jo’ | en la circunferencia, s = Rt
Guia de estudio ho ‘c(i;l, no vinculada a la FIUBA, a la UBA ni a la catedra.
(1]l dt

Tangente a la curva interseccién de F = 0 | direccion VF x VG en el sirve sin parametrizar la curva
yG=0 punto

Control rapido
Hélice o(t) = (cos t, sen t, t) en to, = T/2: punto (0, 1, /2), o'(/2) = (-1, 0, 1). Recta tangente X = (0, 1, /2) +
A(-1, 0, 1); plano normal -x + z - 1/2 = 0. Longitud de una vuelta con radio R y paso 2mc: 21t V(R? + c?).



Calculo diferencial

Si f cumple en

A

feC' enun
entorno de A

f diferenciable
en A

f diferenciable
en A

f diferenciable
en A

Guia de estudio no oficial, no vinculada a la FIUBA, a la UBA ni a la catedra.

Cuando se usa. Todo el Ter parcial (TP lll a V): continuidad y diferenciabilidad, derivadas direccionales, plano
tangente, regla de la cadena, funciones implicitas, Taylor y extremos. Trampa tipica. Dar vuelta una implicacion:
que existan las parciales, o todas las direccionales, no asegura ni la continuidad. Y calcular la derivada direccional
con un vector que no es versor.

entonces

f es diferenciable en A

f es continua en A

existen todas las derivadas
direccionales y f'(A, V) =
VF(A) - v (lineal en v)

existe el plano tangente al

gréafico y vale f(A + H) = f(A)

+ Vf(A) - H

nada mas: ni continuidad

La reciproca falla: contraejemplo en el origen (f(0, 0) = 0)

02 + y?) sen(1/V(x* + y?): diferenciable en el origen, con parciales
que no son continuas alli

V(x* + y?): continua y no diferenciable (ni siquiera tiene parciales en
el origen)

xy/(x® + y?): todas las direccionales valen 0 = Vf(0) - V (son lineales
en V), pero no es continua (vale 2 sobre y = x*). Con x%y/(x* + y?) las
direccionales existen (a’/b si b # 0, 0 si b = 0) pero ni siquiera son
lineales

existen f',(A) y
Fy(A)

xy/(C + y?): f, = f’y = 0 en el origen y no es continua (vale /2 sobre y

:X)

Como se decide la diferenciabilidad

Para probar que no es diferenciable alcanza con una de estas: no es continua, falta alguna derivada
direccional, o f'(A, V) # Vf(A) - v para algln versor. Para probar que si: que sea C' en un entorno, o la
definicion: limy g [f(A + H) = f(A) - Vf(A) - HI/||H|| = 0.

Derivada direccional y
gradiente

Definicion (v versor)
Si f es diferenciable en A

Maxima y minima

Gradiente y nivel

Aproximacion lineal

Superficie
Grafico z = f(x, y), Po = (Xo,
Yor f(Xo, Yo))

Nivel F(x, y,2) =0

—

Paramétrica X(u, v), Po = X
(Uo, Vo)

Formula

f'(A, V) = limp,_o [f(A + h V) - f(A))/h
f'(A, v) = Vf(A) - v; para un vector v cualquiera, primero v = \7/||\7||

maxima ||Vf(A)|| en la direccion de Vf(A); minima —||Vf(A)|| en la de —Vf(A); nula en las
direcciones perpendiculares a Vf(A)

V{(A) es perpendicular a la curva o superficie de nivel de f que pasa por A

f(A + H) = f(A) + Vf(A) - H

Normal n en

Plano tangente Recta normal | Requiere
Po
(f'y f‘y, -1) en z = f(xo, Yo) + f'y(Xo, Yo)(X = Xo) + )2 =Po + A (fy, f diferenciable en
(X0, Yo) f'y(Xo, Yo)(y = Yo) fy, =1) (o, Yo)
VF(Po) VF(Po) - (X - Po) = 0 X = Po+ A FeC', VF(Py) # 0
VF(Po)
i’ux)z’ven(uo, B-&-Po)=o )2:P0+A;

):(diferenciable, ; #
0

Vo)



Ej.z=x>+y*en (1,2 5):normal (2,4, -1),plano z = 5 + 2(x — 1) + 4(y - 2). Las tres formas dan el mismo plano.
En R? lo mismo baja un escalomi¥fbxstyspes narmal anlaletirva demivel yia rectadangente es Vf(xo, yo) - (X — Po) = 0.

Regla de la cadena @ Férmula

General:h=fog Dh(A) = Df(é(A)) ;Da(A) (producto de matrices jacobianas). Hipdtesis: 5 diferenciable en Ay f
diferenciable en g(A)

z = f(x(t), y(t)) Z'(t) = fy X'(t) + f’y y'(t), con f',, f‘y evaluadas en (x(t), y(t))
z=1fx(u, V) y(u, V) z =Xy +fyyy-zy = fiux, +fyyy
Segunda derivada (f | 2"y, = 'y (X )* + 2 ' X'y Yy + F'yy (V') + Fu Xy + Fy Y'uu Fix y fy también son compuestas:

2 .
e C) se derivan otra vez con la cadena

Funcién implicita Hipotesis en P, Derivadas

F(x,y) = 0 definey = | Fe C" en un entorno, F(P) = 0, y' = —F’X/F’y

y(x) Fy(Po) # 0

F(x,y,z) =0definez FeC' enunentorno, F(P)) =0, |z, = -F/F,- zy = -Fy/F,

=z(x, Y) F',(Po) # 0

{F=0,G=0}define F GeC!seanulanenPoydF, y - _0FEGOx2 . __0FG/ON.X Ep s practica:

y = y(), Z = z(x) G)/ay,2) = F, G, - F, G\ #0 ARGl 2) ofF, G)/oly, z) o
deriva las dos ecuaciones respecto de x y resolvé el sistema
linealeny’, '

Taylor Férmula

Orden 2 en dos variables, A = (xo, o), h = x = o, k = | P, = f(A) + f,(A) h + f’y(A) k + Y2 [ (A) h® + 2 f”Xy(A) hk+

- yo (f € C* en un entorno " 2
Forma matricial P, = f(A) + Vf(A) - H + 2 HT Hf(A) H, con Hf la matriz hessiana y
H = (h, k)
Desarrollos de una variable (para componer) el=1T+u+u?2+U36+u24+ .. -senu=u-u’/6+

u?/120 - ...-cosu =1 - u?/2 + u*/24 - ...
In1+u)=u-u¥2+u¥3-u¥4+..-1/1-uw=1+u+u’+
u*+ ..-arctgu=u-u¥/3+u’5- ..
T+u¥=1+aqu+afd-1/2->+..-v1+u=1+u/2-

u?/8 + ...
Hessiano en un punto critico g Conclusion
de f(x, y)
A=y flyy = (f)? > 0 >0 minimo local
A>0 <0 méximo local
A<O0 cualquiera | punto silla
A=0 no decide: x* + y* tiene minimo en el origen y x*> + y? no tiene extremo,

yenlosdosA =0

Tres variables, con los menores principales A, = f',,, A, (determinante 2x2 de arriba a la izquierda) y A; = det Hf:

todos positivos, minimo; signos -, +, —, maximo; A; # 0 sin ninguno de esos dos patrones, punto silla; A; = 0, no
decide. Con autovalores de Hf: todos positivos, minimo; todos negativos, maximo; de signos opuestos, silla.

Extremos con Planteo Hipotesis
restricciones



Lagrange, una
restriccion

Lagrange, dos
restricciones (curva en
R?)

Absolutos en un
compacto

Distancias

Vf(P) = AVg(P), g(P) =0 f,ge ', Vg(P) # 6

Guia de estudio no oficial, no vinculada a la FIUBA, a la UBA ni a la catedra.

Vf=AVg+puVh,g=0,h=0 Vg y Vh linealmente
independientes en P

candidatos: puntos criticos interiores, extremos sobre el f continua en un conjunto
borde (Lagrange o parametrizando), esquinas del borde. cerrado y acotado: los absolutos
Se comparan los valores existen

minimiza la distancia al cuadrado (mismos puntos, cuentas
sin raiz)



Ecuaciones diferenciales

Guia de estudio no oficial, no vinculada a la FIUBA, a la UBA ni a la catedra.

Cuando se usa. TP VI (2do parcial) y las lineas de campo y ecuaciones exactas del TP VII. La guia de TP 1C2025
pide resolver separables y lineales de primer orden, hallar la EDO de una familia, trayectorias ortogonales, lineas
de campo y problemas de aplicacion; Bernoulli, homogéneas y el factor integrante para ecuaciones no exactas no
figuran en ella y estadn para que reconozcas el tipo si aparece. Trampa tipica. Dividir por h(y) en una separable y
perder las soluciones constantes, y aplicar el factor integrante de la lineal sin normalizar antes (el coeficiente de y'

tiene que ser 1).
Tipo

Variables separables

Lineal de 1er orden

Bernoulli

Homogénea

Exacta

Factor integrante (no
exacta)

2do ordenssiny

2do orden lineal
homogénea,
coeficientes
constantes

Concepto
Solucién general (SG)

Solucién particular
(SP)

Solucién singular

EDO de una familia

Trayectorias
ortogonales

Forma

y' = 9(x) h(y)

y' +pXxy=q®x)

y+py=ay",n#0,
1

y' = Fy/x)
Pdx + Qdy = 0con

P’y = Qy (enun
simplemente conexo)

Py # Q'

y" =1fxy)

y'+ay +by=0

Método

[ dy/h(y) = [ gx) dx + C

w=elP™ y)y =pq=y=(/m
[Jpgdx + Cl.Obieny =y}, +Yp
conyp, = C e IP & (variacién de Ia

constante para y,)

z= )/1_n la vuelve lineal: z' + (1 -
nNpz=(1-n)q

y=uxy =u+xu=xu =Fu)
- u (separable)

Hay @ con @'y =Py @'y =Q
(funcién potencial de (P, Q));
solucion general @(x, y) = C
Si (P'y - Q)/Q = g(x): p = e/IN

Si(Qy — Py)/P =gly):p=el9.
Entonces pP dx + pQ dy = 0 es
exacta

v=y =V =f{ V), de primer
orden; después se integra v

N +al+b=0.Raices reales A #
A2 C1 eMX 4 C, M Doble A: (C; +

C. x) ™. Complejas a + Bi: e®X(C;
cos Bx + C; sen Bx)

Qué es o como se hace

Ejemplo y ojo

Las 'y = yo con h(yo) = 0 son
soluciones constantes que se
pierden al dividir. Ej. (TP VI, gj. 5):

XZ

y +2xy=4x=>y=2+Ce”

Ej. TP VI, €.6):y +y/x=3x=>H
=x=y=x+C/x

y = 0 también es solucién sin >
0. :y +y=xy*=>y=1/(x+1
+ Ce

By = (X +yd)/(xy) = y* =X (2
Inx +C), x>0

Ej:(2xy + 1) dx + (* + 3y?) dy = 0
>xy+x+y*=C

.. Bxy + y?) dx + (* + xy) dy =
0:g=1/% p=x

E..mz"=mg-yzconv=2z":
v(t) » mg/y

En la guia (TP VI, €. 3 d) s6lo se
pide verificar lade y" - y' - 2y =
0:Cye™ + C, e

familia con tantas constantes arbitrarias como el orden de la EDO

la de la SG que cumple las condiciones dadas (y(xo) = Yo, Y'(Xo0) = -..)

cumple la EDO pero no sale de la SG. TP VI, ej. 2:y = xy' - e¥ tiene SG y=0Cx - eC y la

singulary = x In x — x

deriva tantas veces como constantes tenga y eliminalas. Ej: xy =C=>y +xy =0

en la EDO de la familia (ya sin C) cambia y' por =1/y' y resolvé. Ej..y = Cx* = y' = 2y/x =
ortogonales y' = —x/(2y) = x* + 2y* = K



Lineas de campo de y' = Q/P, o sea dx/P = dy/Q; en R®, dx/P = dy/Q = dz/R. Como curva paramétrica: 8’(t) = ?(8
= (P, Q (), queademdsidacelisentidongjlafa (=§URN=s kUi =l Careddrridas en sentido antihorario

Recta tangente en (x, Y -y =y (X - x): ordenada al origeny - x y'; abscisa al origen x — y/y'
y) de la curva

Rectanormalen (x,y) | Y -y =—(X-x)/y" ordenada al origeny + x/y’; pasa por el origen ®x +yy =0

Aplicacion EDO Solucion
Crecimiento o decaimiento y' = ky, y0) = yo Y = Yo et sik = i > 0, se duplicacada T = In 2/u
Enfriamiento de Newton T =-k(T-Tu) T(O) = T=Ta+ To-Tp) ekt
To
Carga de un capacitor RCV +v=Ev0) =0 v =E (1 - e VRO,
Movimiento uniformemente X" = a, X(0) = Xo, X'(0) = X =Xo+Vot+2at?tiroverticalz=vot -1 gt
acelerado Vo
Caida con rozamiento mz'=mg-yZz conv =2zyv(0) =0:v=(mg/y) - e—vt/m) -mg/

Y



Integrales de linea y de superficie

Guia de eStudio no oficial, no vinculada a la FIUBA, a la UBA ni a la catedra.
Cuéando se usa. TP VIl (longitud, masa, centro de masa, valor medio, circulacién, campos de gradientes), TP VIII
(las mismas magnitudes en laminas y cuerpos) y TP IX (area, integral de superficie, flujo). Trampa tipica. Mezclar
los dos tipos de integral: [ f ds (campo escalar) no depende del sentido de recorrido; [ f - ds (circulacién) cambia

de signo si lo invertis. Y olvidar el ||o’|| o el ||X',, x X',|| en las de campo escalar.

Magnitud Curva C: ;(t), te[a,  Superficie Z: i(u, v), (u, v) € Lamina D c R? o cuerpo V c R®
b] D
Elemento ds = ||8’(t)|| dt do = ||)ﬁ(’u x )2’V|| du dv dA = dx dy, dV = dx dy dz (con |J| si
cambias de variables)
Medida L=[cds area?) = [[y do area(D) = [[p dA, vol(V) = [ffy dV
Integral de f [ fds = [, o) | [ fdo = JJp fXu ) lIXy x  ffpfdA, [[fyfdv
o'(1)|| dt X'/ du dv
Masa (densidad §) M = [ &ds M= [[58do M= [[p&dA M= [ffy &dV
Centro de masa x=(1/M) [cx & ds x=(1/M) [[sx & do x=(1/M) [[px&dA x = (1/M) [ffyx &
(idemy, 2) dav

Momento de inercia | Igje = [ d* &, con d la distancia al eje: I, con d® = x* + y? I, con y* + 2% |, con x* + z° En el plano:
L= Jf y* & dA, ly = I x* & dA, respecto del origen [[ (2 + y?) & dA

Valor medio de f (1/L) [ fds (1/4rea) [[s f do (1/area) [[p f dA, (1/vol) [ffy fdV

;Depende de la no no no
orientacién?

Valores de control (homogéneos, masa M)

Aro de radio R |, = M R? (eje perpendicular por el centro), I, = M R?/2
Semicircunferenciay > 0 - semidiscoy > 0 ¥ = 2R/t -y = 4R/(3m)
Disco de radio R respecto del centro M R%/2; respecto de un didmetro M R?/4
Cascara semiesférica - semiesfera maciza (z > 0) z=R/2-z2=3R/8
Esfera hueca - bola - cilindro macizo (eje z) |, = 2MR?/3 - 2MR?/5 - MR?/2
Campos Férmula Orientacién
vectoriales
Circulacién o fc f.ds = fab ?(S(t)) . 8’(t) dt=[cP cambia de signo si se invierte el sentido; no cambia si se
trabajo dx + Qdy + R dz reparametriza con el mismo sentido
Flujo ffﬁ hdo =+ ffD¥()2(u, V) - ()ﬂ('u x | cambia de signo con la orientacién de n

)Z’V) du dv
Campos de gradientes Enunciado
(conservativos)
Definicién f= Vo en H; ¢ es una funcién potencial (dos difieren en una constante si H es conexo)
Equivalencias (? continuo, H )] ? =VpenH & (2) [c ? d; depende solo de los extremos de C & (3) Fﬁc ? d; =
abierto y conexo) 0 para toda curva cerrada Cc H

Teorema fundamental Jc Ve d; = @(B) - @(A), con C de A a B (suave a trozos, @ € C")



Condicién necesaria (f € C') Df simétrica: Q' = P’y en R? rot f = 0 en R, Si falla, f no es de gradientes
Guia de estudio no-oficial, novinculada a la FIUBA, ala UBA ni-a la catedra. —
Condicion suficiente Df continua y simétrica en H abierto y simplemente conexo = f = Vp en H

Contraejemplo clasico f= (-y, ¥/ + y*) en R? - {6}: Q) = P'y, pero la circulacion antihoraria por X +y?=1

vale 2. Falla porque R? - {0} no es simplemente conexo

Cémo hallar ¢ integra P respecto de x (la "constante” es g(y, z)), deriva respecto de y e iguala a Q
para hallar g, y repeticon z. Ej.. f= 2xy + 3, X + 2y) > @ = X’y + 3x + y* + C



Teoremas integrales y operadores

uia de estudio no oficial, no vinculada a la FIUBA, a la UBA ni a la catedra.
Cuando se usa. TP X: calcular circulaciones y flujos dificiles pasando a una integral méas simple, decidir si un
campo es de gradientes y calcular areas con integrales de linea. Trampa tipica. Aplicar el teorema sin revisar las
hipbtesis (un campo que no es C' en un punto de la regidn, una superficie que no es cerrada en Gauss) y
equivocar la orientacion: en Green la frontera va con D a la izquierda, en Gauss la normal es saliente, en Stokes
curva y normal se ligan con la mano derecha.

Operador (¥ = (P Q Formula Da

R))

Gradiente vf = (f,, f’y, f) campo
vectorial

Divergencia divf=v-f= Py + Qy + R, = traza de Df campo escalar

Rotor rotf=Vxf= (R}, - Q,P, - Ry Qy - P campo
vectorial

Rotor en el plano ¥= (P,Q 0)conP,Qde (x,y)= rot? =(0,0,Q, - P’y)

Laplaciano V2 = div(Vf) = f',, + f'yy + 'z campo escalar

Nombres solenoidal: div? =0 - irrotacional: rot? = 6 (equivale a D? simétrica) -

armoénica: Vf = 0
Identidad (campos C?, fy Comentario
g escalares)
div(rot?) =0 un rotor siempre es solenoidal
rot(Vf) = 6 un gradiente siempre es irrotacional
v(fg)=fvg+gVf
divfg) = V- g + fdiv g
rot(f a) = Vf x é + froté el orden del producto vectorial importa

- -

gliv(?xa):arotf—fwot
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rot(rot f) = V(div f) - V3f V2f: laplaciano de cada componente

Vi(fg)=fVig+gV¥+2

Vf- Vg

Conr=(xy,2yr=|il#0 divr=3-rotr=0-Ve() = ¢'(t) r/r- V(1/r) = ~r/r* - div(i/) = 2/r - div(r/r®) = 0 - VX(1/1) =
0

Flujo de ;/r3 por cualquier esfera centrada en el origen, con normal saliente, vale 41t (aunque la

divergencia sea 0 afuera del origen: el campo no es C' en 0)

Teorema Hipotesis Férmula Orientacién

Fundamental de f= Vo con @ € C' en un abierto que contiene a C; jc¥~ d; =@B)- deAaB

las integrales de C suave a trozos, de A a B PA)

linea

Green D c R? que se puede dividir en finitas regiones $op+ P dx + Qdy | positiva: D a la izquierda
simples; 0D curva cerrada, simple y suave a trozos | Ip@, - P\) (borde exterior

(o union finita de ellas si D tiene agujeros); f = (P, dx dy antihorario, agujeros
Q) € C" en Dy dD, o en un abierto que los incluya horario)



Green, forma las mismas

$op f-nds = n normal exterior a D

normal Guia de estudio no oficial, no vinculada a la FIUBA, a la U$A ni eiﬁaqc)?ted@ dx
oD" -

(consecuencia)

= ffD (Plx + Q’y)

dx dy
Stokes (del rotor) Y superficie abierta, orientable y suave a trozos $ref-ds=[fs mano derecha:
(cada trozo con parametrizacion C?), cuyo borde rot R do caminando por I con la
es I, curva cerrada, simple y suave a trozos; f € c cabeza segun n, X queda
en Xy T, oenun abierto que los incluya a la izquierda
Gauss (de la V c R? acotado, que se puede dividir en finitas oy f-Ndo = n saliente de V
divergencia) regiones simples; V superficie cerrada, simple, JIfy div £ dx dy

orientable y suave a trozos; f € C'enV y oV, oen dz
un abierto que los incluya

Areas con Green Férmula

Con los campos (0, x), (=y, 0) y (=Y, x)/2 area(D) = $ypr x dy = —$ap+ y dx = V2 $ap- (x dy -y dx)
Si Q, - P', = k # 0 constante (TP X, ¢j. 4) area(D) = (1/Kk) $ap f - ds

Control elipse (acost, bsent): §xdy = [>T abcos’tdt=mtab
Estrategia Cémo

Flujo por una superficie abierta
dificil

Circulacion por una curva
espacial dificil

Campo con un punto donde no
esC'

Flujo de un rotor

Campo irrotacional en un
simplemente conexo

cerrala con una tapa simple y usa Gauss: [[5 = [f[y div f - fftapa, todas con normal

saliente de V

Stokes con la superficie mas simple que tenga ese borde (un pedazo de plano suele
alcanzar), con la normal que pide la mano derecha

rodealo con una curva o una esfera chica, aplica el teorema en la regidon que queda
entre las dos y calculd aparte la integral sobre la chica

s6lo depende del borde: dos superficies con el mismo borde y orientacion
compatible dan lo mismo; si la superficie es cerrada, da 0

es de gradientes: la circulacion por una curva cerrada es 0 y por una abierta es @(B)
- ¢(A)



